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Resume-Un developpement de I'analyse des equations de Darken proposee dans un precedent 
travail [I] conduit a enoncer les proprietes complementaires suivantes : 

(I) L'abscisse "reduite" A = XIVt d'un plan cristallin ne depend que de son abscisse initiale 
"reduite" Ao = Xo/Vt. 

En d'autres termes, si )'on pose I) = (X - Xo)/Vt = A - Ao (deplacement reduit) les trois fonctions: 
I)(A), I)(Ao) et A(Ao) sont independantes du .temps. 

(2) Une construction graphique tres simple permet de mesurer la vitesse des plans cristallins a 
partir de la courbe donnant a l'instant ties deplacements en fonction de I'abscisse initiale. 

Une premiere confirmation de ces proprietes est apportee par les travaux de Monti[3] dans la 
systeme Au-Ag. 

Abstract-A development of the analysis of Darken's equations proposed in a previous work has led to 
the following additional properties: 

(I) The total displacement I) = (X - Xo)/Vt of an atomic plane between time "zero" and "t" 
depends only on the ratio Ao = Xo/Vt, where Xo is its initial position. 

(2) A simple graphical construction on the curve of the displacement vs initial position Xo at any 
time t allows the determination of the velocity of the atomic planes, 

The first experimental confirmation of the above properties has been established by Monti in the 
Au-Ag system. 

1. INTRODUCTION 

Dans un couple de diffusion binaire, la forme de 
I'equation de Fick per met d'exprimer la concentra­
tion N" en fonction de la seule variable reduite 
A = X/Vt. 

oii la fonction 

ax =F 
aVt 

ax X-FYt 
axo Xo 

(1) 

(2) 

Si les coefficients de diffusion intrinseques D" et 
DB sont differents, il apparait dans Ie couple un 
phenomene de deplacement des plans cristallins, 
par creation et disparition de certains d'entre eux: 
c'est I'effet Kirkendall. 

En particulier, un repere inerte place a I'instant 
zero dans Ie couple va se deplacer au cours de 
I'evolution de la concentration N". Son abscisse X, 
mesuree par rapport a I'interface de Matano, va 
varier avec Ie temps et la loi de deplacement sera 
differente selon son abscisse initiale Xo. 

joue un role preponderant puisqu'elle permet de 
determiner Ie plan de Kirkendall par I'equation 
F=A. 

Nous avons montre[l] que la position des 
reperes est regie par deux equations aux derivees 
partielles .deduites des equations de Darken ... 

Nous nous proposons d'etudier la fonction Il = 

X - Xo. Les deux variables sont Yt et Xo. 
Nous representerons Il(Vt, X) dans I'espace par 

une surface. 
Nous verrons que ceUe surface prend une forme 

tres simple (faisceau de droites passant par I'origi­
ne) et nous en deduirons la propriete suivante, 
explicitee Fig. 1: 
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Fig.!. Les deplacements AI, A2, A·n de n reperes dis­
tincts, mesumesues a des instants respectifs t .. t" ... tn 
ou leur concentration NA est 1a meme sont proportionnels 
aux nombres y'f., vT" ... vT., c'est-a-dire: 

.!!..=~= ... =~=4I(NA). 
Vt;vT. vT. 

La constante de proportionnalite q,(NA) 

An = q,(NA)vT. 

ne depend que de NA • 

"Ies deplacements A" A2 ••• A. de n reperes dis­
tincts, mesures a des instants respectifs t l , t2 • •• t., 
ou leur concentration NA est la meme, sont propor­
tionnels aux nombres y'ft, vt; ... vT., c'est a dire: 

~=~= ... =~=~(N,d. 
v't.Vt; Vt. 

I.e coefficient de proportionnalite ~ ne dependant 
que de la concentration N .... 

Ce resultat justifie a posteriori les calculs 
effectues par Levasseur et Philibert [2], bases sur 
I'hypothese que les plans cristallins obeissent a une 
loi de la forme: 

n est important de souligner que la quantite cI> ne 
depend que de la concentration N ... et qu' elle n'est 
pas con stante pour un repere donne (Xo = 
constante). Ce resultat n'irnplique nullement I'exis­
tence d'un "temps d'induction" dans Ie 
deplacement d'un plan cristallin. Les relations em­
piriques du type X = k vt=t;. ou X = XI + k Vi 

sont grossierement fausses hors du plan de Kirken­
dall, comme nous pourrons Ie mettre en evidence 
dans quelques exemples numeriques. 

1, PROPRIETES GENERALES DES DISPLACEMENTS 

Pour faciliter I'ecriture des calculs que nous al-
lons developper, nous poserons: 

u=Vt 

A=X-Xo 

p = a A = a (X - Xo) 
au a(Vt) 

all. 
q= axo• 

Nous nous proposons d'ecrire I'equation aux 
derivees partielJes caracterisant la fonction a deux 
variables A(u, Xo) sous la forme 'T (A, u, Xo, p, 
q)=O. 

Pour cela, nous transformerons les equations (1) 
et (2) pour n'y faire apparaitre que les variables 
ci-dessus . 

Soit q = ~ = a(X - Xo) = ax _ 1 
axo axo axo 

confronte a (2) donne: 

q = X - F Vt 1 = X - Xo - F Vt A - Fu 
Xo Xo Xo 

D'autre part, on deduit de (1): 

= aA= a(X-Xo)= aX=F 
p au au au . 

Nous aboutissons donc au systeme: 

p=F 

A-Fu 
q =--x;-. 

(3) 

(4) 

L'elimination de F entre les equations (3) et (4) 
donne I'equation tres simple: 

pu +qXo-A =0 (5) 

dont les courbes caracteristiques sont un faisceau 
de droites passant par I'origine (cone) (Fig. 2). 

En effet considerons la surface A(u, Xo). 
En tout point M un deplacement infinitesimal elM 

(du, dA, dXo) s'ecrit dA = p du + q dXo, s'il est 
effectue sur la surface. La normale oa pour 
coefficients directeurs les nombres p, q, - 1 puisque 
eIM,o=O. 

L'equation (5) peut donc s'ecrire: OM, 0 = O. 
Le vecteur OM est contenu dans Ie plan tangent 

.. 

• 
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Fig. 2. Les courbes caracteristiques 

pu + qXo - 1:1. = 0 c'est-a-dire 

I:1. - F Yt 
FVt+ - 1:1. = 0 

Xo 

forment un faisceau de droites passant par I'origine. 

en Mala surface, et ceci que\ que soit M, ce\a 
s'ecrit : 

soit, apres integration: 

L'equation (5 bis) est I'equation d'une droite 
dependant de deux parametres, k, et k2• La solution 
de I'equation (5) est une surface con tenant cette 
droite, definie par: k, = cl>(k2) condition pour que la 
droite engendre une surface et non un volume. 

La forme generale de I'equation est done: 

ou: 

(6) 

Ce resultat est important: la courbe 

X-Xo . Xo 
VI fonctlon de VI 

est in depend ante du temps, exactement de la me me 
fa!ron que la courbe NA (,\ = x/Vi). 

La propriete (6) peut s'ecrire: 

X ~Xo = cp (~). 

En effet, toute fonction cl>(Xo/VI) peut etre 
considere comme fonction cp(x/Vi) et ceci resulte 
egalement de la forme de I'equation (5) (voir 
Annexe I). 

Les fonctions 4> et cp ne sont pas identiques bien 
qu'elles prennent les memes valeurs quand les 
variables ,\ et '\0 se correspondent: 

,\ -'\0 = 4>('\0) = cp('\). 

Nous montrerons en Annexe 2 que: 

'\-F 
d'\ = (1 + q) d'\o = ~ d'\o. (7) 

De fa!ron plus explicite, ceci implique que Ie ",\ " 
d'un repere ne depend que de son "'\0" (son 
abscisse X a I'instant t, divise Vi, ne depend que de 
son abscisse intiale Xo, divisee egalement par Vi). 

En d'autre termes, la concentration N" d'un plan 
cristallin d'abscisse X a I'instant ne depend que de 
la concentration N~ qui serait la sienne si son 
abscisse etait restee egale a Xo . 

NA (~) ne depend que de N~ (~). 

Les graphes donnant: 

X-Xo . Xo 
[) = ~ en fonctIon de '\0 = VI 

[) en fonction de ,\ 

,\ en fonction de '\0 

seront done les memes quelle que soit la duree du 
recuit de diffusion. 

La connaissance de la repartition des de place­
ments a un instant t .. ~(Xo, t,) permet de prevoir 
leur evolution a n'importe que\ instant t2. 

Nous n'avons fait aucune hypothese sur la 
variation des parametres gouvernant la diffusion. 
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Nos conclusions se deduisent simplement de la 
forme des equations de Darken, et leur validite pra­
tique est sou mise aux memes conditions que ceUe 
des equations de Darken (nombre de sites constant 
par unite de volume). 

3. CALCUL DE LA FONCI10N ~(") 

Le calcul consiste a resoudre I'equation 
differentielle (7) avec pour condition aux limites: 

Ao = 0 Si, A = F(A) 

et 

Ao = A lorsque A -+ ±oo (car F -+ 0). 

La solution generale est de la forme: 

Ao = K exp [ - r A ~A F] 

et 

cp = A - K exp [- f ' ~A ]. (8) J •. A F 

Le choix de la con stante d'integration K depend 
de celui de la borne d'integration AI. 

Pratiquement l'integration se fera en deux par­
ties: 

(1) Sur l'intervalle [ - 00, AK .], AI est la plus petite 
des solutions a I'equation F = A (ceci dans Ie cas oil 
l'equation F = A admet plusieurs solutions AK" 
AK, •.• AK". Pour At l < A < At" on a toujours Ao = 
0[1] et dans cet intervalle I'integration n'est pas 
permise. 

La borne A sera prise assez grande pour que Ie 
deplacement AI - Ao soit negligeable; la solution 
sera alors, en posant AI = A_ = K 

Ao = A_ exp [ - r IA ~ FI]. sur [- 00, At.l 

lorsque A -+ AK" F(A)-+ AK • et I'integrale diverge, Ao 
tend vers zero. 

La valeur absolue et Ie signe-devant l'exponen­
tielle se justifient, car il faut que Ao, tende vers zero 
quand A - F -+ 0 (plan de Kirkendall) 

(2) Intervalle [At" + 00], At, designe la plus grande 
des solutions a.l'equation A - F = o. 

Alors: 

A+ a ete choisi en sorte que A+- Ao+ = o. 
La valeur absolue de A - F et Ie signe plus se 

justifient car il faut que l'exponentieUe s'annule 
quand A -+ At,. 

Une etude matbematique plus approfondie per­
mettrait de mieux definir la correspondance Ao-+ A, 
au voisinage du plan de Kirkendall. Nous avons 
deja pu mettre en evidence la discontinuite de la 
derivee premiere. 

Le calcul des pentes limites [dAo/dA]+ et [dA/dAl_ 
a droite et a gauche du ou des plans de Kirkendall 
s'avere beaucoup plus delicat et nous n'y sommes 
par parvenus. 

Toutefois, tous les exemples numeriques traites 
par programmes Fortran confirment les proprietes 
enoncees ici, et ce queUe que soit la methode de 
calcul choisie: integration numerique directe de (8) 
ou methode de tiro 

La Fig. 3, met en evidence une verification de la 
stabilite du graphe 8 = (X - Xo)/vt fonction de 
A = X/vtdans Ie systeme Au-Ag. Les mesures ont 
ete faites sous faible pression hydrostatique 
(100 bars) par Monti [3]; la technique utili see est 
celie des mille feuilles. C'est l'argent qui diffuse Ie 
plus vite. 

Les deplacements reduits COincident parfaite­
ment du cote riche en Au. 

Si Ie couple traite 25 hr presente une dilatation 
residuelle negligeable, ce n'est pas Ie cas pour Ie 
couple traite 49 hr. Cette dilatation residuelle doit 
etre attribuee a des microporosites reparties du 
cote Ag. Nous voyons qu'elle n'affecte notablement 
ni Ie profil ·de concentration, ni la courbe des 
deplacements du cote riche en Au. 
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Fig. 3. Courbes concentration-penetration et profils de 
deplacement obtenus dans Ie systeme Au-Ag a 915°C sous 
une pression hydrostatique de 100 bars. 
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x Concentrations { 49h 
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4. METHODE DE DEPOUD..LEMENT 

Une nouvelle tormulation peut etre etablie, 
compte tenu des proprietes mises en evidence. 

En particulier, on pourra tracer experiment­
alement la courbe, 

~ X - Xo . 
8 = - = ---en fonctIon de 

Vt Vt 

Xo 
Ao = Vt. 

La relation etablie en [I] 

ax 
x - Xo axo = F(Ao) Vt 

s'ecrit alors : 

Une construction graphique analogue permet de 
mesurer F(A) Ii partir de la courbe 8(A). Elle est 
explicite en Annexe 3. 

La mesure de F correspondant Ii I'abscisse 
reduite A per met d'appliquer la formule de 
Heumann generalisee, etablie dans un article 
precedent [I]. 

(10) 

La connaissance du rapport D ... /DB, permet 
I'acces aux coefficients D ... et DB par la deuxieme 
relation de Darken: 

f> = D ... DB + DBD .... 
d8 

8 - Ao dAo = F(Ao). (9) Au lieu d'utiliser la formule (10), on peut revenir 

Le calcul de la fonction F, en tout point de la 
courbe 8(Ao) peut etre aisement evite grace a 
I'interpretation geometrique tres simple de la for­
mule (9) (Fig. 4) . 

8 

r 

>. . 
m 0 

Fig. 4. Schema permettant Ie calcul de la fonction F a 
partir de la courbe 8 (No) . 

La courbe 8(Ao) s'obtient facilement , a partir de 
la courbe 8(A) par addition puisque 8 = A - Ao. 

Soit (D) la tangente en Mala courbe 8(Ao). Elle 
coupe I'axe AD = 0 au point T, la projection du point 
M sur cet axe est m ' . 

Nous avons: Om' = 8 

'T=-'.El.. m "dAD 

(au point M choisi sur la Fig. 1 la pente d8/dAo est 
positive et Ao est negatif) . Donc: 

d8 
OT = Om' + 'r"T = 8 - Ao dAD = F (Ao). 

On obtiendra donc directement la quantite F, 
correspondant a la valeur AD, en prenant I'ordonne 
de l'insertion entre la tangente et I'axe AD = O. 

a la definiition de F: 

et calculer la difference D ... - DB apres avoir 
mesure Ie gradient de concentration: dN ... /dA, la fin 
du caicul etant laO meme (equation de Darken). 

Ces methodes de determination des coefficients 
intrinseques ont I'avantage de s'appliquer Ii tout 
l'intervalle de concentration et de s'affranchir de 
toute relation empirique. 

5. CONCLUSION 

La mesure de l'effet Kirkendall, dans tout Ie 
domaine de concentration d'un couple de diffusion 
(experience du type "mille feuilles) ou "interfaces 
obliques"), permet d'acceder aux coefficients 
intrinseques sans qu'il soit necessaire de faire 
varier la duree des recuits; si I'on porte pour 
une duree quelconque ties valeurs A/Vt (~ 
deplacement d'un repere); en fonction des valeurs 
de A = x/Vi (x position du repere 0 Ii !'instant t), 
I'on doit obtenir une courbe independante de la 
duree du recuit. Cette courbe per met de calculer la 
quantite F = 2(D ... - DB) dN ... /dA qui confrontee a 
la courbe concentration-penetration en variable 
reduite, donnera acces aux valeurs de D ... et DB. 

De meme que I'invariance de la courbe N ... (A) est 
un critere d'utilisation de I'equation de Fick (D, 
coefficient de diffusition chimique, independant de 
la duree du recuit), nous avons desormais un critere 
pour l'utilisation des equations de Darken: la 
fonction F(A), calculee d'apres la courbe 
experimentale (X - Xo)/Vt = FX /Vt doit etre 
independante du temps. 

~--------------------------~II 
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Une verification faite d'apres les resultats 
experimentaux obtenus par Monti [3] dans Ie 
systeme Au/Ag s'avere tres satisfaisant, ce qui 
confirme d'une fa~on eclatante la validite du 
formalism de Darken (Fig. 3). 
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ANNEXE 1 

L'~uation (5) caracterise la fonction: 

X - Xo = .:1(Xo, Vi). 

On aurait pu obtenir une equation de la meme forme 
avec la fonction 

X - Xo = B(X, Vi) soit 

-- dVi+- dx=B. aB ] aB] 
a Vi x ax v' 

En elfet I'~uation (6) s'ecrit: 

A - Ao = 4>(Ao) 

d'oiiA = Ao + 4>(Ao) = <II'(Ao). 

Soit = Ao = <II' -1(A) (<11'- ' inverse de <II'). 

D'ou: 

A - Ao = 4>(Ao) = 4>(<II' - '(A» = 'P(A) 

en posant II' = <II . <11'-'. 

Soient: 
ANNEXE 1 

A =.K=~ 
Vi u 

X Xo Ao=-=-
- Vi u ' 

Par dilferenciation nous avons: 

I Xo 
dAo = udXo -"Ji'2du. 

(1.5) 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

Mais I'abscisse x doit etre consideree comme une 
fonction de la racine carree duo temps u et de I'abscisse 
intiale 

(2.5) 

ou 
ax a.:1 ax a.:1 
-=-=p et-=-+I=g+1 a" au axo axo 

(2.5) s'ecrit donc: 

dX = p du + (1 + q) dXo (2.6) 

Reportons la valeur de dx calcuJee en (2.6) dans 
I'expression (2.3), il vient: 

dA=pdu _ Xdu+l+qdX 
u u2 u 0 

ou 

dA = (1+q) [~dXo+PI\-qX ~2 dU] 
or d'apres (5) .:1 = X - Xo = pu + qXo 

ou X - pu = (q + l)Xo 

d'ou: 

Le terme entre crochets s'identifie Ii I'expression de 
dAo, calculee en (2.4): 

dA = (1 + q) dAo. (2.8) 

ANNEXE 3 

L'equation differentielle liant A et Ao s'ecrit: 

dA 
A - Ao

dAo 
= F. (3 .1) 

Par introduction de B = A - Ao on obtient la meme 
equation: 

dB 
B - Ao

dAo 
= F. (3.2) 

En fonction de A, on remplace dB/dAo par Ie produit 
dB/dA dA/dAo, Ie terme Ao(dA/dAo), qui apparait ainsi 
dans (3 .2) sera remplace par A - F d'apres (3 .1). 

dB 
B - (A - F) dA = F. (3 .3) 

L'interpretation geometrique de la relation (3.3) est 
simple: Fest I'abscisse (ou I'ordonne) de I'intersection 
entre la tangente Ii la courbe et la premiere bissectrice, 
comme Ie montre Ie schema Fig. 5. 

II 

F --

F 

Fig. 5. Schema permettant Ie calcul de la fonction F Ii 
partir de la courbe B(N). 

• 
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