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Résumé—Un développement de I'analyse des équations de Darken proposée dans un précédent
travail[1] conduit & énoncer les propriétés complémentaires suivantes:

(1) L'abscisse “réduite” A = X/Vt d'un plan cristallin ne dépend que de son abscisse initiale

“réduite” A, = X,/ V1.

En d’autres termes, si I'on pose 8 = (X — XJ)IVt=A—A, (déplacement réduit) les trois fonctions:

8(A), 8(Ay) et A(A,) sont indépendantes du temps.

(2) Une construction graphique trés simple permet de mesurer la vitesse des plans cristallins a
partir de la courbe donnant a I'instant ¢ les déplacements en fonction de I'abscisse initiale.

Une premiére confirmation de ces propriétés est apportée par les travaux de Monti[3] dans la

systéme Au-Ag.

Abstract—A development of the analysis of Darken’s equations proposed in a previous work has led to

the following additional properties:

(1) The total displacement & = (X — X,)/V't of an atomic plane between time “zero” and “t”
depends only on the ratio A, = Xo/V1, where X, is its initial position.

(2) A simple graphical construction on the curve of the displacement vs initial position X, at any
time t allows the determination of the velocity of the atomic planes.

The first experimental confirmation of the above properties has been established by Monti in the

Au-Ag system.

1. INTRODUCTION

Dans un couple de diffusion binaire, la forme de
I’équation de Fick permet d’exprimer la concentra-
tion N, en fonction de la seule variable réduite
A =XVt

Si les coefficients de diffusion intrinséques D, et
Ds sont différents, il apparait dans le couple un
phénomeéne de déplacement des plans cristallins,
par création et disparition de certains d’entre eux:
c’est I'effet Kirkendall.

En particulier, un repére inerte placé a I'instant
zéro dans le couple va sé¢ déplacer au cours de
I’évolution de la concentration N,4. Son abscisse X,
mesurée par rapport a l'interface de Matano, va
varier avec le temps et la loi de déplacement sera
différente selon son abscisse initiale X.

Nous avons montré[1] que la position des

repéres est régie par deux équations aux dérivées -

partielles .déduites des équations de Darken. . .

axX
. F 1
aVt M
X _X-FVit
X, X @
ou la fonction
dN,
F=2(Ds—Ds) d)«A

joue un réle prépondérant puisqu’elle permet de
déterminer le plan de Kirkendall par I’équation
F=A

Nous nous proposons d’étudier la fonction A =
X — X,. Les deux variables sont V1 et X,.

Nous représenterons A( V1, X) dans I’espace par
une surface.

Nous verrons que cette surface prend une forme
trés simple (faisceau de droites passant par I’origi-
ne) et nous en déduirons la propriété suivante,
explicitée Fig. 1:
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Fig. 1. Les déplacements Al, A2, An de n repéres dis-
tincts, mesumesués a des instants respectifs ¢,, ts,... tn
ol leur concentration N, est la méme sont proportionnels
aux nombres V', V1s,... Vi, c'est-a-dire:
Al _4a2 _  _An_
Vi, Vit Vi,

La constante de proportionnalité ¢(N,)

D(N,).

An = ¢(N)V1,
ne dépend que de N.,.

‘“les déplacements A, A,...A, de n repéres dis-
tincts, mesurés a des instants respectifs ¢, t,.. . t,,
ol leur concentration N, est la méme, sont propor-
tionnels aux nombres V't,, V1, ... V1, c'est a dire:

81 A2 An
e TR L SN,
Vi Vi g

Le coefficient de proportionnalité § ne dépendant
que de la concentration Nj.

Ce résultat justifie a posteriori les calculs
effectués par Levasseur et Philibert[2], basés sur
I’hypothése que les plans cristallins obéissent a une
loi de la forme:

X
X=X+® ( \/r) Vit

1l est important de souligner que la quantité ® ne
dépend que de la concentration N, et qu’ elle n’est
pas constante pour un repére donné (X,=
constante). Ce résultat n’implique nullement ’exis-
tence d'un “temps d’induction” dans le
déplacement d’un plan cristallin. Les relations em-
piriques du type X =k Vt—t,ou X=X, +k V1
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sont grossierement fausses hors du plan de Kirken-
dall, comme nous pourrons le mettre en évidence
dans quelques exemples numériques.

2, PROPRIETES GENERALES DES DISPLACEMENTS

Pour faciliter I’écriture des calculs que nous al-
lons développer, nous poserons:

u=Vt
A=X—Xo
_9A_aX-Xy
au avy
_04a
X,

Nous nous proposons d’écrire I'équation aux
dérivées partielles caractérisant la fonction a deux
variables A(u, X;) sous la forme 7 (A, u, X, p,
q)=0.

Pour cela, nous transformerons les équations (1)
et (2) pour n’y faire apparaitre que les variables
ci-dessus.

confronté a (2) donne:
_X-FVt ,_X-X-FVit_A-Fu
q XQ Xo XO K
D’autre part, on déduit de (1):

_9A_3X—-Xy_dX_
ou ou u

F.

Nous aboutissons donc au systéme:

pElE 3)
_A-Fu
9="%— @

L’élimination de F entre les équations (3) et (4)
donne I’équation trés simple:

pu+qgXo—A=0 )

dont les courbes caractéristiques sont un faisceau
de droites passant par I'origine (c6ne) (Fig. 2).

En effet considérons la surface A(u, Xp).

En tout point M un déplacement infinitésimal dM
(du, dA, dX;) s’écrit dA=p du +q dX,, s'il est
effectué sur la surface. La normale na pour
coefficients directeurs les nombres p, g, — 1 puisque
dM, n=0.

L’équation (5) peut donc s’écrire: OM, n=0.

Le vecteur OM est contenu dans le plan tangent
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Fig. 2. Les courbes caractéristiques
pu + gX,— A =0 c’est-a-dire

forment un faisceau de droites passant par I’origine.

en M a la surface, et ceci quel que soit M, cela
s’écrit:

du_dX,_da

u Xo A

soit, aprés intégration:

A=k|u

X, = k;u} (5 bis).

L’équation (5 bis) est I’équation d’une droite
dépendant de deux parameétres, k, et k,. La solution
de I'équation (5) est une surface contenant cette
droite, définie par: k, = ®(k,) condition pour que la
droite engendre une surface et non un volume.

La forme générale de I’équation est donc:

a=ud (%)
u
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ou:

X \‘/tx" -® (\ift) ©)

Ce résultat est important: la courbe

X_Xo &

Vi Vi

est indépendante du temps, exactement de la méme
fagon que la courbe N, (A = X/V9).
La propriété (6) peut s’écrire:

X—-Xo_ ( X )
Vi P\

En effet, toute fonction Q(Xo/\/-t) peut étre
considéré comme fonction ¢ (X/V7) et ceci résulte
également de la forme de I’équation (5) (voir
Annexe 1).

Les fonctions @ et ¢ ne sont pas identiques bien
qu’elles prennent les mémes valeurs quand les
variables A et A, se correspondent:

A= 2do=D(Xo) = @(A).

Nous montrerons en Annexe 2 que:

da =(1+q)d)«o=%:d)..,. )

fonction de

De fagon plus explicite, ceci implique que le “A™
d’'un repére ne dépend que de son “A,” (son
abscisse X aI'instant t, divisé V1, ne dépend que de
son abscisse intiale X, divisée également par V7).

En d’autre termes, la concentration N, d’un plan
cristallin d’abscisse X a I'instant ne dépend que de
la concentration N} qui serait la sienne si son
abscisse était réstée égale a X,.

X . Xo
N, (—-—) dépend que de N (—)
T R *\WVi

Les graphes donnant:

Xo

X-X 1
&= en fonction de Ao = —
Vi Vi

8 en fonction de A
A en fonction de A,

seront donc les mémes quelle que soit la durée du
recuit de diffusion.

La connaissance de la répartition des déplace-
ments & un instant t,, A(Xo, t;) permet de prévoir
leur évolution a n’'importe quel instant t,.

Nous n’avons fait aucune hypothése sur la
variation des paramétres gouvernant la diffusion.
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Nos conclusions se déduisent simplement de la
forme des équations de Darken, et leur validité pra-
tique est soumise aux mémes conditions que celle
des équations de Darken (nombre de sites constant
par unité de volume).

3. CALCUL DE LA FONCTION ¢(A)

Le calcul consiste a résoudre I'équation
différentielle (7) avec pour condition aux limites:

A=0Si, A=F(Q)
et
Ao = A lorsque A —» *+ (car F —0).
La solution générale est de la forme:

A
A=K exp[——J’A _Ad—)‘F]

et

Aoda ]
=A- - | "——l 8
d=A Kexp[ LA—F 8)
Le choix de la constante d’intégration K dépend
de celui de la borne d’intégration A,.
Pratiquement I'intégration se fera en deux par-
ties:

(1) Sur 'intervalle [ — %, Ax,], A, est la plus petite
des solutions a I’équation F = A (ceci dans le cas ol
I’équation F = A admet plusieurs solutions Ak,
Ak, ... Ak, Pour A, <A <A, on a toujours A, =
0[1] et dans cet intervalle I'intégration n’est pas
permise.

La borne A sera prise assez grande pour que le
déplacement A,— A, soit négligeable; la solution
sera alors, en posant A, =A_-=K

A
Ao = A-exp [ - J;_ l—Ad_—)‘H], sur [— %, Ay]
lorsque A = Ak, F(A)— A, et I'intégrale diverge, Ao
tend vers zéro.

La valeur absolue et le signe—devant I'’exponen-
tielle se justifient, car il faut que A, tende vers zéro
quand A — F -0 (plan de Kirkendall)

(2) Intervalle [A, + ], A, désigne la plus grande
des solutions a.’équation A — F =0.

Alors:

B
o e U = Fl]
A. a été choisi en sorte que A.- Ao, =0.

La valeur absolue de A — F et le signe plus se
justifient car il faut que I’exponentielle s’annule
quand A = A
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Une étude mathématique plus approfondie per-
mettrait de mieux définir la correspondance A,— A,
au voisinage du plan de Kirkendall. Nous avons
déja pu mettre en évidence la discontinuité de la
dérivée premiere.

Le calcul des pentes limites [dAo/dA ], et [dA/dA]-
a droite et a gauche du ou des plans de Kirkendall
s’avere beaucoup plus délicat et nous n’y sommes
par parvenus.

Toutefois, tous les exemples numériques traités
par programmes Fortran confirment les propriétés
énoncées ici, et ce quelle que soit la méthode de
calcul choisie: intégration numérique directe de (8)
ou méthode de tir.

La Fig. 3, met en évidence une vérification de la
stabilité du graphe & = (X — X,)/V't fonction de
A = X/V'tdans le systéme Au-Ag. Les mesures ont
été faites sous faible pression hydrostatique
(100 bars) par Monti[3]; la technique utilisée est
celle des mille feuilles. C’est I'argent qui diffuse le
plus vite.

Les déplacements réduits coincident parfaite-
ment du co6té riche en Au.

Si le couple traité 25 hr présente une dilatation
résiduelle négligeable, ce n’est pas le cas pour le
couple traité 49 hr. Cette dilatation résiduelle doit
étre attribuée a des microporosités réparties du
coté Ag. Nous voyons qu’elle n’affecte notablement
ni le profil -de concentration, ni la courbe des
déplacements du coté riche en Au.

3 Au/Ag 915°C 100bars]
[ ] Monti)
o 0025 hr
*949 hr 340~
®©
.
& o
O  Zone de porosités
1% 0% o 2
o
2 s} On o o -
z o> 9 g
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— -
oo o° 5% &
05| i ]
o© B .0 28 !
® q <o °
L) 9, % o S T
gor X 35
o =]
ole 20° 1 1 19 08 q° )
-2x1074 -0 o 0 24074

A, cm sec™2

Fig. 3. Courbes concentration-pénétration et profils de
déplacement obtenus dans le systéme Au-Ag a 915°C sous
une pression hydrostatique de 100 bars.

[0 Concentration

O Déplacements {25h

X Concentrations

@® Déplacements [491]
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4. METHODE DE DEPOUILLEMENT
Une nouvelle tormulation peut étre établie,
compte tenu des propriétés mises en évidence.
En particulier, on pourra tracer expériment-
alement la courbe,

A _X-X

d=—= en fonction de
Vi Vi o
Xo
Ao==2
ERVZ,

La relation établie en[1]
X
X'X°a_x,,= F(\o) V1

s’écrit alors:

ds

8_-AOEX;

= F(Xo). )

Le calcul de la fonction F, en tout point de la
courbe 8(A,) peut étre aisément évité grice a
I'interprétation géométrique trés simple de la for-
mule (9) (Fig. 4).

Ao

1
1
1
1
H
m [¢]

Fig. 4. Schéma permettant le calcul de la fonction F a
partir de la courbe 8(N,).

La courbe 8(A,) s’obtient facilement, & partir de
la courbe 8(A) par addition puisque 6 = A — A,.
Soit (D) la tangente en M a la courbe 8(A,). Elle
coupe I'axe A, = 0 au point T, la projection du point
M sur cet axe est m'.
Nous avons: Om’' =8
ds
' = oo
m'T A ar
(au point M choisi sur la Fig. 1 la pente d§/dA, est
positive et A, est négatif). Donc:

0T =0m'+m'T = 8—4\0:—8=F(Ao).
\ Ao

On obtiendra donc directement la quantité F,
correspondant a la valeur Ao, en prenant 'ordonné
de I'insertion entre la tangente et 'axe A, =0.
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Une construction graphique analogue permet de
mesurer F(A) a partir de la courbe 8(A). Elle est
explicité en Annexe 3.

La mesure de F correspondant a [I'abscisse
réduite A permet d’appliquer la formule de
Heumann généralisée, établie dans un article
précédent[1].

NA
A _ JNg
Do~ (" . (10)
H f A dn, + NaF (8 + A)

No

La connaissance du rapport D,/Ds, permet
I’accés aux coefficients D, et D par la deuxiéme
relation de Darken:

D = D,Dj + DgD,.

Au lieu d'utiliser la formule (10), on peut revenir
a la définiition de F:

dN,4

F =2(Dy dr

— Ds)

et calculer la différence D, —Ds aprés avoir
mesuré le gradient de concentration: dN, /dA, la fin
du calcul étant la méme (équation de Darken).

Ces méthodes de détermination des coefficients
intrinséques ont 'avantage de s’appliquer a tout
I'intervalle de concentration et de s’affranchir de
toute relation empirique.

5. CONCLUSION

La mesure de l'effet Kirkendall, dans tout le
domaine de concentration d’un couple de diffusion
(expérience du type “mille feuilles) ou “interfaces
obliques™), permet d’accéder aux coefficients
intrinséques sans qu’il soit nécessaire de faire
varier la durée des recuits; si 'on porte pour
une durée quelconque t les valeurs A/Vt (A
déplacement d'un repére); en fonction des valeurs
de A = X/V't (x position du repére.a I'instant t),
I'on doit obtenir une courbe indépendante de la
durée du recuit. Cette courbe permet de calculer la
quantité F = 2(D, — D) dN,/dA qui confrontée a
la courbe concentration—pénétration en variable
réduite, donnera accés aux valeurs de D, et Dj.

De méme que I'invariance de la courbe N,()) est
un critére d’utilisation de I'équation de Fick (D,
coefficient de diffusition chimique, indépendant de
la durée du recuit), nous avons désormais un critére
pour l'utilisation des équations de Darken: la
fonction F(A), calculée d’aprés la courbe
expérimentale (X — X,)/Vt= FX/Vt doit étre
indépendante du temps.
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Une vérification faite d’aprés les résultats
expérimentaux obtenus par Monti[3] dans le
systéme Au/Ag s’aveére trés satisfaisant, ce qui
confirme d'une fagon éclatante la validité du
formalism de Darken (Fig. 3).
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ANNEXE 1
L'équation (5) caractérise la fonction:
X - X, = AXo, V.

On aurait pu obtenir une équation de la méme forme
avec la fonction

— X, = 8(X, V) soit
a8
= \/t] dVi+ _x] dx=8.
En effet I’équation (6) s’écrit:
A = Ao =DP(Ao)
d’'oll A = Ao+ B(Ao) = D'(Ao).
Soit = Ao = @' — 1(A) (@' inverse de @').
D’ou:
A=A =BA) =DP@'(A)=0(A)
en posant ¢ =® - ',

Soient:

Vi
Par différenciation nous avons:

1 X

da = s dXx - = du 2.3)

dk.,——dX.,——d 2.4

Mais I'abscisse x doit étre considérée comme une
foncuon de la racine carrée du_temps u et de 'abscisse

dax =gy + 2X

u X, 4%

JEAN-FRANCOIS CORNET

(2.5) s’écrit donc:
dX=pdu+(1+q)dX, (2.6)

Reportons la valeur de dx calculée en (2.6) dans
I’expression (2.3), il vient:

ar =2 e Xdu, 1td,y,
u

L pu—X1
da (l+q)[ ot Tin u,du]

or d’apres (5) A= X - X, = pu + gX,
ouX-—pu=(q+1X,
d’ou:

@27

di =% [%dxo—%du].

Le terme entre crochets s’identifie 4 'expression de
dA,, calculée en (2.4):

dA =(1+q)dAo. 2.8)

ANNEXE 3
L’équation différentielle liant A et A, s’écrit:

da
AAod—AoF.

3.1

Par introduction de 8 =X —A, on obtient la méme
équation:

8- A, —=F. 3.2)

En fonction de A, on remplace dé/dA, par le produit

d&/dA dA/dAo, le terme Ao(dA/dA,), qui apparait ainsi

dans (3.2) sera remplacé par A — F d’aprés (3.1).

d—(A— F)— =F (3.3

L'interprétation géométrique de la relation (3.3) est

simple: F est I'abscisse (ou I'ordonné) de I'intersection

entre la tangente a la courbe et la premiére bissectrice,
comme le montre le schéma Fig. 5.

A

Fig. 5. Schéma permettant le calcul de la fonction F a
partir de la courbe 8(N).
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